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Pe = Uh/2k = 0

= =
(All exact)

Pe = 1.0

Pe = 2.5

=
(Exact)

Pe = ∞
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h

1.0

Standard Galerkin α = 0
Petrov–Galerkin α = 1.0 (full upwind difference)
Petrov–Galerkin α = αopt
Exact
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α
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(a) Original form

(b) Form after one revolution using consistent M matrix

(c) Form after one revolution using lumped mass (Lax–Wendroff)
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Lumped

C = 0.5, 1/T

Lumped

C = 0.1, 1/T

C = 0.5, 2/T C = 0.1, 2/T

Consistent

C = 0.5, 3/T

Consistent

C = 0.1, 3/T
(a) Courant number = 0.5 (b) Courant number = 0.1

Lumped/consistent M  Courant number = 0.5 Courant number = 0.1
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Creation of a shock
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(a) Profile at time t = 0
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(d) Profile at time t = 2

(c) Profile at time t = 1 x
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(b) Characteristics
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(c) Local prediction–corrector
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(a) Stokes flow, viscosity 1, 9600 iterations

(b) Re = 400, 4400 iterations

(c) Re = 1000, 6100 iterations

(d) Re = 5000, 48000 iterations
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(a)  Re = 100

(b)  Re = 5000
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O (h ) (T3B1/3C)

O (h2) (T6/3C)

+ O (h2) (Q9/4C)

(a) Continuous p interpolation

+ O (h2) (T6 B1/3D)*

+ O (h) (Q4/1D)*

+ O (h2) (Q9/4D)*

+ O (h2) (Q9/3D)

+ O (h) (T6/1D)

(b) Discontinuous p interpolation
Velocity node
Pressure node
Denotes elements failing
Babuska–Brezzi test but
still performing reasonably
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σ

ε
•

µ

(a)Linear, newtonian, fluid
ε
•

σ ∝ εm

σ

ε
•

µ

(b) Non-newtonian polymers

σ

ε

|m | < 1

µ = σ/3ε

ε
•

σ

ε
•

µ

(c) Viscoplastic-plastic metals

σ ∝ (σy + γεm)
(Bingham)

γ = 0
(Ideal plasticity)

σy γ = 0

γ > 0

ε
•
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(b) Comparison of Wave Profiles

0.15

0.10

0.05

0

–0.05

–0.10

–0.15

Z
/L

–2 –1 0  1  2  3  4  5
X/L

Idelsohn et al.18

Hino et al.14

Duncan23

��#� <�8 � ���	�"	� �*�������� 1	� �������" ���
	���	� +��	� 4�!� #�$ ��	��	 ������������ #�$ �������
��� !��� 	��	���	���

�'�� ��'���� 3��� ���



�>�'#�� 5� ������� ���� #�� ���
 �=�	%�� %����
�� ���� �� 
��
 �� � ������ &��
� �

��� ���� 
�� &��
 ��� � .9� ���� ���� �� � ����
 ���� �� /��  ��� �
 �� ����
��� 
� ���
��
��� ����� �� ������3�
�1�� �K��
��� 
� ��
���� 
�� ��

�3@��1��1� ����
�� ��

�� %�
�
��� ���	 ��� ��N���
� � ��
������ 
���� ����
��� � 
�� 
������ ���� ��

�� 1��� �� �������
 ��� �� ���� 
�� ����� �K��
��� 
� ����� 
��� %��&��	� ,����� 9�*7�8 ����� �

������� 	��� �� ����� 1���� &��& �� ������� 6 
�
�� �� 'B/ 944 ����� 
�
��������
���	�
� ���� ���� � 
�� ��	%�
�
��� ,����� 9�*7&8 ����� 
�� ���� %��+�� ��
����
������%���� 
� � ������ �%��� �� 'B 1�
��

–4 –2 0  2  4  6  8
Distance

0.2

0.15

0.10

0.05

–0.05

–0.10

–0.15

–0.20

W
av

e 
el

ev
at

io
n

Experiment
Idelsohn et al.18

(a)  Surface pressure contour

(b)  Comparison of wave profiles

��#� <�< � ���	�"	� �*�������� A*�������
 ��@���	��� +��	� 4�!� #�$ ��	��	 
������ ��� ����
	 !��	
����	��� #�$ ��������� !��� 	��	���	����/

�� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



Re = 500
Re = 1000
Re = 5000

Re = 10000

0.04

0.02

0

–0.02

–0.04

–0.06

W
av

e 
el

ev
at

io
n

–4 –2 0  2  4  6  8
Distance

(e)

��#� <�= � ���	�"	� �*�������� A*�������
 ��@���	��� :���	��-�� 	 4�!� #�$�#�$ 1�"�����	 �� �����
�	��
��* 
������ ��� ����	�	�� B	*���� ����	�� #	$ 7��	 �����	 ��� ����	�	�� B	*���� ����	��

�'�� ��'���� 3��� ���



(a)

(b)

��#� <�> -���	�"	� 3�B�� �������	 ���	�� #�$ -����
	 �	�� #�$ 7��	 ����	���

��� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



<��  ������� '�)�� 3���

����� #�
���� 	
������	�
 �
 �����	�
�

� ��	� %��&��	� �� ���	%�����&�� D�� 
�� ���
 
���%��
 �K��
�� �� 
��
�K��
��� �� 	�
�� ��� ���1�� ���%���� �� 
�� 
�	%���
��� ���
��&�
�� �� 1��
�
 �� 
�	�� 
�� ����
� ������ ������ &� 
��� 
�	%���
��� �����
�� �� &�

(a)

��#� <�5 � �����" ����� #�$ -����
	 �	� �� �����  		�� ���� ��� ����	�� #�$ 7��	 �����	�

 ������� '�)�� 3��� ���



������
��� #���� 	�� � ������� &� 
�� ��� ������ ����� �� 
�� %��&��	� � 
���
��
��
�� �
 �� ������
 
� �
� 
��
 
�� &��� ����� ��
� ���
�
 ����
� �� &�
��������� �� &������ &� � ��
��� ������
�
�� %������� �� 
��� 
�� ������ �����
����� ������ 
�� 	�
�� �� � ���
 
�� &��� ����� ������ &� 
�� ��L����� �� �����
����
� ������� �� �� 
��� ���
� 
�� &��� ����� �
 �� %��
 � 
�� �K��
��� ��
	�
�� 7/�.8 ��


���
��

� �

���
������

� �
� � �	

���
� ��� �

���
� (��� �� �9�*�

�����  �� 
�� ��
��� ����
� �%%����&�� ������� �� � �� 
�� ����
��&�� ���
�

����
�� #�� ��
��� ����
� �
����� ��%��� � 
�� ���N���
 �� 
���	�� �=%����
�� 
�� D��� �� ��	%�����&���
� �� &� ��+�
�� �=������� ���
�� 
�� ���N���
 ��

���	�� �=%���� �� �� � �� �� ���
�

�� � '


�

��

� �
�9�(�

����� � �� 
�� �&����
� 
�	%���
���� #�� �&��� �K��
�� �� &� �%%��=�	�
�� 
�

�� � '


� �
� � ��

�9�'B�

5�%����� 
�� &��� ����� 
��	 � 
�� 	�	�
�	 �K��
�� &� 
�� �&��� ����
�� ��
�� ���
�


���
��

� �

���
������

� �
� � �	

���
� ��� �

���
� ��(���� � �� �9�''�

,�� %�����
 ������ �� ����

 � 	

��
�9�'.�

�� ����� �� 
�� �������� ��� ���
�
� ��&�
�
�
�� �� 
�� �&��� �K��
�� 7����	��
������&�� %������� �����
��8 �
� �K� 79�(8 ����� 
�

�� � '

�
�9�';�

#�� ������� ������� �>��	������ �	&��� ���� � 
�� &������ D��
�������
��� ��� 
�� H�����L �	&�� 7��� � �>��	�������2�
�� %�������� ���
��������� ./� .98

�) � (�� ��� � ���;
��

�9�'/�

�� 
�� ����
� �	&��

�) � �

�
�9�'9�

����� � �� � �������� ��	����� �� � �� � ��� 
�� 1��	�
�� �������
� �� 
���	��
��L�����
� ���%��
����� �� ��� ��+�� ��

� � 



� � � �

�	
�9�')�

��� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



����� 
 �� 
�� ���	�� �������
�� � �� 
�� 
���	�� �����
���
� �� �	 
�� �%���+� ���

�
 ���
�
 %�������� � 	�� �������
��� �� &������ ����� D���� �
 �� ������


� ��� ��
��� �>��	������ �	&�� ������ 
�� 5������� �	&�� 7�-8 ����� �� 
��
%�����
 �� �) �� �)�
� 	�� %���
���� ��
��
���� &�
� &������ �� ������ D��� ��� �K����� �
���

�� ���� ����� ��� ��
� ������ 	�=�� �����
��� D����  ��� � ����
�� 
� 
��
�&���>	�
���� �>��	������ �	&���� 
�� 5������ �	&�� ���� %���� �
����� #�� ������ �� ����� 
� ������� ������&�� &��1� �� �
��� %�&����
��� 
� ��

���
��� ��
�����.)�;(

����� ������� ��
����	�
 	
 ���	�	��

,���	�
�� &������ D�� ������� � ������ ����
��� �� &� ������+�� �
� 
��
��
�������� #�� +��
 �� �� D�� � ������ ����
��� ���
�� ���	 
�� ���
���� �����
�� 
�� ����� �� &�

�	>���
�� ����
��� 75�������3$���� �����
��8� � 
��
���	��� 
�� !$� ������
�	 �� &� �%%���� �����
���  ������� 
�� ��

�� ���� ��	�
%��
��&�
�� 
� �
��
 
�� �����
��� D�� �� 
��� ��%����
 ����
����� � ��
�&��
%��&��	�
,����� 9�( ����� 
�� �����
� �&
���� ��� � ������ �K���� ����
� ���
�� �
 � ���
����

���� �� ������ �
 
�� �
����./ $�
� 
�� ����2�
�� ����� ��� ����	�� 
� &� ����&�
���
6
 ��� �������� &�
� �� 
�� ������
� ��	%��
� ��� 2��� 7� ���% ����
���8� #��
������	 	��� ���� � 
��� %��&��	 �� 
�� ��	� �� 
��
 � ,��� /�; �� 
�� %�������
���%
�� ��� ��� 5������� �	&��� ����������
6� 
�� ������ �� ���� 
�� ����
��� ���
���� �� � &������ ����� D�� ��� ��%
����

���� 
�� !$� ������
�	� #�� K��
�
�
��� �����
� ��	%��� �=�����
�� ��
� 
��
������&�� &���	��1 ����
��� �� ���� � #�&��� 9�'�./

,����� 9�'B ����� 
�� �L��
 �� �����
��� �� �����
� �
 � 5������� �	&�� �� 'B)�;'

#�� ���%
�� 	����� ��� 
�� ��L���
 5������� �	&��� ��� ���� � ,��� 9�''�
6�
��� %��&��	 �� &������ ����� �����
�� � ������ ����
��� �� ���� �

,��� 9�'.�.9  ��� � C:< ���%�� ����
� �� ��������� ����� %��
 �� 
�� �������� ��
���
�� ���	 
�� ���� �� ��
��� %��
 ���	 
�� &�

�	� 6� �� �� ���� �������
���
���� �%%��� � 
�� ����2�
�� %��
�� �� 
�� ����
� ����� 
�� ���
���� %��
��
��
��� ��� �� ���
�=�

����� 8�2 ��
���� �����
�� � � �K���� ��������� !�	%����� ��
� ������&�� �	������ ����
����./

5�������� ��� ���� � �K���� &���1�
�

�- � �	�= �	�=

S/BT S/'T !$� S/BT S/'T !$� S/BT S/'T !$�

'B; '�'') '�''* '�''4 '�'4/ '�'49 '�')4 ;�)() ;�)(4 ;�)(.
'B/ .�./; .�./9 .�./; 9�B*' 9�B4/ 9�B49 '(�)/ '(�); '(�);
'B9 /�9'4 /�9.. /�9.' (�'.' (�)'( (�'9; )*�)* )*�)/ )*�*9
'B) *�4(4 *�*.9 *�*B) ')�/' ')�*' ')�/( ..'�; ..B�) ..'�)
'B4 3 ')�9. ')�/B 3 ;B�'4 ;B�;; 3 )((�; 4B.�;
/� 'B4 3 .;�4* .;�)/ 3 3 /;�'. 3 3 '/'4

 ������� '�)�� 3��� ���



(a)

(b)

(c)

��#� <�? :������ 
���	
���� �� � (���	 	�
����	� -��	�����	 ��� ����	�� ��� ����	�	�� B�*�	�"� ����	��

��� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



����� &����
�� 	
 !����� ��	� ��%�

�
����� �� �����
��� 	�
�� �� ���
 
������ � � %����� 	����	 ��� ����
��� 
�
�����
�� 	�� �������� %��&��	� ������� ������+��
�� �� ������� �����
��
���� ���
 �=������ 
�&��� 
���	�� �����
���� %��1�� �� D����2�� &���� �
�� ��
���� � &���� �
�����
�� 
� ���� D��� � 
��� ���
���
������ 	����	 D��� ��� ��L���
 ���	 
���� �� �����>%���� D��� D��� ��� 
� 
��

%������ �� 
�� ����� %��
����� ����� ��� ��� %��%��� ��� ��������� �� ������� +=�� �
�%���� ��� 
�=
&��1� � %����� 	����	 D��� ��� ������� ������&���/.�/; ��	����
%����� 	���� ����� � %��&��	� �� ���	������� � ����� �������� 
�� 	�
�� ��

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

θ 
= 

0.
5

θ 
= 

–0
.5

α = 60°

g

α = 60°

g

α = 0°g α = 0°
g

α = 0°

g

α = 0°

g

IsothermsStreamlines

��#� <�.@ :������ 
���	
���� �� � (���	 	�
����	� -��	�����	 ��� ����	�� ��� ����	�	�� "�����* ���	
�����
�� � ��?�

 ������� '�)�� 3��� ��	



(a) (b)

��#� <�.. :������ 
���	
���� �� � (���	 	�
����	� �����	� �	�	 ��� #�$ �� � ��8 ��� #�$ �� � ��?�

0 00

1
1

1 000

000

WR = 0.2 WR = 0.3 WR = 0.4

WR = 0.2 WR = 0.3 WR = 0.4

(b)

ψmax = 7.2, ψmin = –13.9,
vmax = 237.3

ψmax = 16.16, ψmin = –20.12,
vmax = 248.29

ψmax = 16.11, ψmin = –26.8,
vmax = 211.3

(a)

g

��#� <�.0 :������ 
���	
���� �� �� %6& ���	� 	�
����	� #�$ -��	�����	 ��� #�$ ����	��� �� � ��?�

��
 �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���




�� D��� �� �� 
�� ����� ��� ���%���� ,�� � ������ �� 
��� %��&��	 
�� ������ ��
�������� 
� 
�� ����
 &��1 &� 0��1�����2 �� �	�//

 ��� �� ��� 
�� �������� ������� �K��
��� ������� &� 	�� ����
���
��� 
�
����� &������ ����� �����
�� � � %����� 	����	�/9�/) #���� �K��
��� �� &�
��		���2�� ��� � �����&�� %�����
� 	����	 ��/)

������ ���

���
���

� B �9�'4�

'�'��� '

�
�

���
��

� �

���

����
�

& '� �

� � '
�

�

���
�	�� � '

�

�

���


���
���

� �
� 
��

�
� �

����
�

�
���������
����

�
�;�.

�� � (����� � �� �9�'*�

������

��

��

��
� ��

��

���

� �
� �

���
�
��

���

� �
�9�'(�

����� �� ��� 
�� �������� ������
� ��	%��
�� � �� 
�� %�����
� �� 
�� 	����	� � ��

�� 	����	 %��	��&���
�� � �� � ���
�
 ������� ���	 �=%���	�
�� �������
��� ��
���� �� ��� ����<� ����
���/4 � ��� �������
��� 7��	� ����
���
��� ���� 
�� �>
����� 
��	 ���� � �>��	������ %���	�
�� ������ 
�� ,�������	�� �	&��P
�
����
�� ������� �� �����
 �������� /*8� � �� 
�� 
���	�� �����
���
� �� 
��
%����� 	����	 �� �� �� 
�� �������� ���
 ��%���
� ���� ��

�� � ���	�� � �'� ����	�# �9�.B�
� 
�� �&��� �K��
���� ��&����%
� � �� # ������%�� 
� D��� �� ����� ���%��
������
#�� �������� ����
�� ��� %��	��&���
� �� &� ���� �� 
�� %�����
� �� �������
%��
���� ��2� ��� 1��

� � �;*.	

'9B�'� �.� �9�.'�

����� *	 �� 
�� %��
���� ��2�� ��	� ����������� ��� � ����� ��� 
 ��L���
 ���	 
�� D���
�������
��  ������� ���� �� �������� ��� 
�� D��� �������
�� ���� ��
���� � 
��
������
�� �� 
�� �&��� �K��
��� �� &� ���� � 
�� ��
�� ��
������
6� 
�� �
���
��� �� 
�� �&��� ������� �K��
��� �� ��	���� 
� 
��
 �� 
�� �����>

%���� D�� �K��
���� 
�� �%%����
�� �� 
�� !$� ������
�	 �� �&������/(�99  ������

�� ����� �=%����
 �� ��	�>�	%����
 ���	� ���
 &� ���� �N���
�� ��� 
� �
��� %�����
	����	 
��	��  ���� 
� ������	� 
�� 
�	� �
�% ��	�
�
��� �	%���� &� 
���� 
��	�
7���
 
�� 
��	� &����� 
�� &��� ����� � 
�� 	�	�
�	 �K��
��8 �� ��� 
� �����

��	 �	%����
��� 
����� K����>�	%����
 ����	��/4�/( �� &� ����� 6�
����� 
�� !$�
������
�	 �� � �&����� ������ ����� ��� �� �����
�� �
�&���2�� 
��	� �� &�
�����
�� � ��� 5������� �	&�� 75������ �	&��8 %����� 	���� D����

 ������� '�)�� 3��� ���



50

(a) Da = 10–6, Ra = 108, ε = 0.8

50

(b) Da = 10–4, Ra = 106, ε = 0.8

10

(c) Da = 10–2, Ra = 104, ε = 0.8

��#� <�.� :������ 
���	
���� �� � (���	 	�
����	 ���	� !��� � 4��� ������	� ����� �	����� �� � ��
�	��
��* �	
��� ���� ��� ����	�	�� B�*�	�"� ��� 3��
* ����	��

�� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



#�� ����� �	&�� �� 
���	�� �����
���
� ��
�� ��� 
�� 
�� ����
���� �>
��	������ %���	�
��� ���� � %����� 	���� D��� � ����
�� 
� 
�� 5�������
�� ����
� �	&���� #�� ����� �	&�� �� 
���	�� �����
���
� ��
�� ��� ��+��
���%��
����� ��

&- � �

�.
�� � �

����
�9�..�

����� ���� �� � �������� 
���	�� �����
���
� ����� 7D��� �����8�
,����� 9�'; ����� 
�� ������
� ���
�� %��
� �� &������ ����� �����
�� � �

�K���� ����
� ��� ��L���
 ����� �� 5������� �	&����/) 6� �� �� ���� �
 �	�����
����� �	&��� 7'B�)8 
�� ������
� �� ������ ��� 
�� ����� �� ��������� 
������ 
��
��
�� �� 
�� �������� 7,��� 9�';7�88�  ������ �
 ������ ����� �	&��� 7'B�.8� �
%�

�� ��	���� 
� �����>%���� D�� �� �&
���� ��
� 
�� ������
� �������� ���	
2��� �
 
�� ����� 
� � 	�=�	�	 ����� �� 
�� ��������� 
������ 
�� ��
�� ��

�� ����
�� �����
�� 
�� ������� �L��
�� ,����� 9�';7&8 ����� � ����
�� &�
���
,��� 9�';7�8 �� 9�';7&8 �� ���� 
�� 
����
�� ���	 
�� ����� 
� �>����� D��
����	� �������
#���� ������� �K��
��� �%%����� � ��
 �� �����>%���� D��� �K��
��� ���

�  '� #��� 
���� �K��
��� ��� ���
�&�� ��� ������ %��&��	� � ����� &�
� �
%����� 	����	 �� �����>%���� ��	��� ��� ��������

<�8 ��'/�	��� 3���

����� #�
���� ����� �

�� ���� �&������ 
��
 � 	�� ��
��
��� �� ������� D�� �
 �� �	%����&�� 
� �&
��
�
����>�
�
� �����
�� #�� �=�	%�� �� D�� %��
 � ������� ���� � ,��� /�') �����
��
��

�� %��
 ����� 6� 
�� �%��� �������� 
�� �
����>�
�
� %��
��� &���	�� �������
��� ��

�� ����>1�� �� ���	� �
���
 ������%��
,�� ������ �%��� 
�� �������
��� �� ������ &���	� �	����� �� ���
��&�
��


��������
 
�� ����� D��� ��	��� ������� 
��� ��%%�� 
�� ��
��
�� �� 
��
 ��

��&����� �� ���� ����
��
��� �����
 ��	���
�� �� ��	��
 ��
 �� 
�� K���
��

����� 	�� �

�	%
� �
 ���� �� ��� &��� 	��� ��� ������
�� %��&��	�� �
 �����
&� �������� 
� ��� 	�� 	������ �� ������� �� 	������ �� ���	�
� 
� 	����
������&�� 
�� &�������� �� 
�� D�� � ���� ��
��
��� �
 ���� 5������ �	&���
����� 
��&����� �� ������ �� ��� 
��� ����� �

�	%
� ���� &�� 	��� 
� ����
�
�%%��=�	�
� 	����� ����� �� &� 
�	� ���������9)�)/  ��� ��
���
�� �� 
��
�����
 �	������ ��	���
�� 7���8)9�)) �� ���� � ��>������ ����� ���� ��	���
��
7:��8)4�)* &�
 
��
 �� ���� ���� ���
��� ,�� 
��� ����� ��	%��� 	����� ������� �
����
���� �K��
��� ���� &�� ����
�� �� %�����	 ������&�� ��
�����
�����
��
����� 
��� ���
 ������ ��%����
 �����
��
�� �� �
 ���� �%��� � 
��� &��1 
� �	%��	�
 �� ������� ��� 
�� �&��� 	����� �

��
���� #�� ������ ���� �&����� 
��
� � ����
�� 
� ������ 
�� D�� �K��
��� ��
�
�������
� ����� �� ������ ���	 %��
 
� %��
� �
 �� �������� 
� ����� � ����
����
�L��
��� 
���%��
 �K��
��� ���� �� ������%���� 
� � �%���+� ��+�� %���	�
���

��'/�	��� 3��� ���



���� �������
��� �� ������� &� ������� ��
 &� 
�� ��	� ������
�	 �� 
��
 ���� �
!$� �� ����� 
��� ��� ��� ��� ��	� %��&��	��)/

����� '������ ��% �����	�
�

#�� 5������ �������� ������3�
�1�� �K��
��� �� &� ������� &� ��������� 
��
D�� �����&��� ��

� � ��� �� �9�.;�
����� �� �� 
�� 	�� 
��&���
 ����� �� �� �� 
�� D��
��
�� ��	%��
� ��
� ����
�������� K��
�
��� 
�� ������� �K��
��� �� &� �����

� ��

������ ���

���
���

� B �9�./�

'�'��� '

���
���

� �

���
��� ��� �

'



�	

���
� '


��� �
���

� �����
���

� (� �9�.9�

����� �� � �� 
�� �����
���� �
���� 
���� 7�K� ;�48 ���� ��

�� � � 

���
���

� ���
���

� .
;

���
���

	� �

� �
�9�.)�

�� ���� �� 
�� 5������ �
���� 
���� ������� &� 
�� ����
�� �� ��� 
�� +��
>�����
������� 	����� �� ���� 
�� $�������K 	���� �� �	%����� ����� ����
�� 
�� �����
�
������ �� 
��&���
 ���� �������
� �� � #�� 
��&���
 �������
� �� &� �������
��
&� ��L���
 	�
����� �� ��� 
�� �� �� 
�� �K��
�� 	����� 
� ��	��
��
� 
��
�%%����
�� �� 
�� !$� ������
�	� �� �� ���
� 
�� �������� ����
�� ���	 
��
$�������K 	����

���� � �����
�
� � ��

���
���

� ���
���

� .
;

���
���

	� �

� �
� .
;
�	� � �9�.4�

����� �� �� 
�� 
��&���
 ���� 1��	�
�� �������
� �� � �� 
�� 
��&���
 1��
��
������ #�� ������ ���� �&����� 
��
 
�� ���	 �� 
�� ������� �K��
��� 7�������
��	��� D��8 �� �� ��%������� � 
��	� �� 
�� �������� K��
�
���� 
��� ��+�	��

��
 
�� �
����� !$� ������
�	 �� &� ���� ��� ����� $����� %�������� ���
���� �

�� �������� 
� ��+� 
�� 
��&���
 ���� �������
� ����� �� �� &�����

��	�	
������ ���	�
� 
�� 	�	�
�	 �K��
�� 
�� 
��&���
 ���� �������
� �� ��
��	��� ���	 
��
�������� ����
��

�� � �'�/
 �'�.$! �9�.*�

��� �'�� ��'������ /������� �� ��'/�	��� ����
-'����/	� 3���



����� �
 �� � ���
�
 �K��� 
� B�B(� � �� 
�� 
��&���
 1��
�� ����� �� $! �� 
��
����
� 	�=�� ���
� 7� B�/�� ����� � �� 
�� ���
��� ���	 
�� �����
 ����8� #��
����
� 	�=�� ���
� $! �� ��
� ����
�� 
� 
�� ���
� ����� �� 
�� 
��&����� � ��

$! �
�

��;

�&

�'�/
� �9�.(�

����� �& �� ��
 ��� ���
�
��
#�� 
��&���
 1��
�� ����� � �� �������
�� ���	 
�� �������� 
���%��
 �K��
��

��

��
� ����

���
� �

���
� � ��

��

� �
��

���
� ����

���
���

� � � B �9�;B�

����� �� �� � ���
�
 �������� �K��� 
� ��
�� ,��
����

� � �&

�;�.

�
�9�;'�

����	
������ ���	��  ��� ��� ��� ���	��!
 ��� � ����
�� 
� 
�� � �K��
�� ���� �&���� ��
��� 
���%��
 �K��
�� �� 
��
���	

��

��
� ����

���
� �

���
� � ��

��

� �
��

���
� ��'

�

�
����

���
���

� ��.

�.

�
� B �9�;.�

�� ������ �� ���� ��' �� � ���
�
 ����� &�
��� '�/9 �� '�99� ��. �� � ���
�
 �

�� ���� '�(.3.�B �� �� �� ���� � ���
�
 �K��� 
� '�;�
� 
�� �&��� 
��>�K��
�� 	����� �� �� �������
�� ��

�� � �

�.

�
�9�;;�

#���� 	����� ��� �
 ����� ��� ������ #� 	���� ���� �L��
�� ��
��� ���� ���
��� ��
��� 5������ �	&�� ������� ���� 
� &� �	%������ ,�� ���
��� ��
���� � 
����
	����� 
�� ������ �� ����� 
� 
�� ������
 ���1��9)�). �� ���� 
�� �������� ���
5������ �	&�� ������� ��� 
�� ��1� �� ��	%��
�����

��� "	������ ���#	� ���	��
,�� 
�� ��>�K��
�� 	����� 
�� �������� ���	 �� ������
�� &� �����
��9)

�� � �'�/
 �'�.$! �
 �9�;/�

� � �&

�;�.

�� 
�9�;9�

��

�
 � '� ��B�')B�� � � � '� ��B�.);�� � �� �
���
�

� �

�
�9�;)�

����� � �� 
�� ���
��� ���	 
�� �����
 �����
,�� 
��>�K��
�� 	������ 
�� ���N���
� �
� ��' �� ��. �%%����� � 
�� 
��>

�K��
�� 	���� ��������� �&��� ��� 	��
�%���� &� ��	%�� ���
��� �
� ��' �� ��.

��'/�	��� 3��� ���



���%��
����� �� 
���� ���
��� ��� ���� ��).

�
 � �'� ��B�B')9���. '� .B�9
��

� �
�9�;4�

��' � '�
B�B9

�


� �;
�9�;*�

��

��. � '� ���.� �9�;(�
����� �� � �.���� #�� ���� &������ ����
��� ��� � � B �� ����� � B�
6 	���� �� ��	����
 ��	���� ���	 �� 1�� �� 
�� �>� 	����� #��� ��L��� � 
��

��+�
�� �� 
�� ���
�� � ����� �&��� � ��	���� �K��
�� 
� 
��
 �� � �� ��
� �
��L���
 %���	�
���)(

#�� ������ �� �� �
��� 
��
 
�� �� �� 
�� �K��
�� 	����� ��� ���� ��	����

� 
�� �����
��3��L���� �K��
��� ��������� � !��%
�� . �� 
��� 
�� ��� �� 
��
!$� ������
�	 �� �&������ 6 ��
����� �
��� �� ������&�� � �������� ).�  ��� �� ����
��	� �����
� �� D�� %��
 � &��1���� ����� �
�% �
 � 5������ �	&�� �� ;B.9� �
,��� 9�'/7�8 
�� ������
� %��+��� ��� ��	%���� ��
� 
�� �=%���	�
�� ��
� ��
����	 �� �	�4B 6� �� &� ��� 
�� �����	�
 &�
��� 
�� �����
� �� ����� #�� �
���	>
���� �� ��
���� �� 
�� ���������
�� ��� ���� � ,��� 9�'/7&8�

3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

0

Y
   

 

0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0
U/Uo

1 unit of U/Uo = 1 unit of X/h

(a) Velocity profiles downward of the step

k-ε model (CBS)
Exp.

(b) Streamline pattern
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CBS: Anisotropic Shock Capture
CBS: Second Derivative Shock Capture
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triangles
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elements with length l, corresponding
adaptive layer thickness d and 
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(a) A two-dimensional sublayer of structured quadrilaterals

‘Body’ layer subdivision in three dimensions joining a tetrahedral mesh

(b) A three-dimensional sublayer of prismatic elements
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Density contours
(b)

Wake region, density contours
(c)
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Mach number
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(b) Contours of wave height amplification, grid 3. 232-s wave period
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